
[微积分学] 无痛的 微分方程入门 I

引言

这个文章标题来自我看过的很多文章 xxx Without the Agonizing Pain，我本来很想硬套或者干
脆直接『微分方程 没有剧烈的疼痛』之类的，但我克制住了（

基于往期博客『微积分基础入门 V2』的内容，本文我以随笔的形式整理了微分方程的基础概念、解
法和简单应用，本文假设读者有往期微积分基础文章+线性代数 P1 的知识门槛。

复分析建议看，因为如果要继续学基本上逃不掉，但是不作为本文门槛。

感谢曾经在我自学微分学时提供过帮助的 田中颯太 先生 和 Mr. Jürgen，还有我亲爱的 W女士
（七海）

内容范围

由于就算是基础概念内容也比较多，所以我决定微分方程会作为微积分博客的子系列分集写，本文作
为 I 篇的涉及范围有：

• 微分方程的基础概念
• 常见的一阶常微分方程解法
• 可拓展到高阶的常系数线性微分方程解法
• 初步的齐次线性常微分方程组的认识
• 主要应用于计算机等领域的数值方法

其中部分我觉得比较需要解释的结论会包括推论和证明，或者对于繁琐于需要挨个列举的东西（例如
单边拉普拉斯变换的性质）给出有完整/正规的列举的链接。如果你对某个我直接忽略掉证明的结论有
疑惑可以以任何我提供的方式联系我。

基础概念

微分方程及其意义

微分方程就是包含未知函数及其导数的方程，它描述了一个函数及其导数之间的关系，我们解微分方
程本质关注的是能够找到满足给定微分方程的函数以进行进一步分析。

我们用阶数来表示一个微分方程中最高阶导数的阶数。
微分方程分为常微分方程（Ordinary Differential Equations，ODE）和偏微分方程（Partial

Differential Equations，PDE）。其中常微分方程是指微分方程的未知数是自变量只有一个的函
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数，对于一个未知函数 y，自变量为 x，则一个 n 阶的常微分方程形式如下，为了避免歧义这里使用

莱布尼兹记法。

对应的，偏微分方程是指微分方程的未知数是有多个变量的函数，我们定义 x = [x1 , x2 , ⋯ , xm ]
，该函数表示为 u(x)，则一个 n 阶的偏微分方程形式如下

乍一看这坨东西真烦人，实际上后面那些就是表示方程中所有涉及到的函数及其偏导数的组合，例如

∂x i
∂un 表示的是 u 对 xi 的 n 阶偏导数， ∂x ixj

∂u 是 u 对 xi 和 xj 的混合偏导数，综合一下，

∂x1 ,x2 ,⋯ ,xm
∂un 就是 u 对 m 个自变量的 n 阶混合偏导数。

好，我知道即便如此它还是很不美丽，但是先别着急，形式而已形式而已（

在我时隔两年三刷《黑客与画家》，我注意到了其中提到的用『美丽』这个词来形容数学相关的
东西。

初值问题和边值问题

为了在微分方程中确定唯一的解，我们需要一个初始条件提供函数在某一特定点上的值，这个道理初
中生都知道，就类似初中的给你特定的点然后求函数解析式。这种求解类型的问题叫做初值问题。

一个一阶常微分方程的初值问题一般形式可以表示为：

其中 f (x, y(x)) 是描述因变量 y(x) 关于独立变量 x 的变化率的函数，也就是表示 y(x) 在每个

时刻 x 处的导数的函数，我们的目标就算找到一个合适的 y(x) 使得方程两边相等。

不同于初值问题，边值问题的条件是自变量的定义域，一个一阶常微分方程的边值问题一般形式可以
表示为：

微分方程的解

在微分方程中，我们会用通解和特解来讨论解的类别。通解是一个包含了微分方程所有解的解集，简
单的说它是通用的，一般不包含任何特定的初始条件，而是表示微分方程所有可能解的形式，形如
y(x) = φ(x, C )，其中 C 是待定常数，通过对 C 的具体取值，我们可以得到特解。

f (x,
dx
dy

, ⋯ ,
dxn−1

dn−1y
,

dx
dy

, y) = 0

f (x, u, ⋯ ,
∂x1

∂u
,

∂x2

∂u
, ⋯ ,

∂xn

∂u
,

∂x1
2

∂ 2u
,

∂x1 ∂x2

∂ 2u
, ⋯ ,

∂x1 , ∂x2 , ⋯ , xn

∂nu
) = 0

y ′ (x) = f (x, y(x)), y(x0 ) = y0

y ′ (x) = f (x, y(x)), a ≤ x ≤ b, y(a) = α, y(b) = β
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对应的，特解就是微分方程满足某个特定初值条件或边值条件的解，如果我们有一对特定的值 x0 和

y0 ，使得 y(x0 ) = y0 ，那么 y(x) 就是微分方程在 x0 处的特解。

如果 y1 (x), y2 (x), ⋯ , yn(x) 是微分方程的解，且它们线性无关，则我们称其为线性无关解。我

们可以通过 Wronskian 行列式来确定解组是否线性无关，定义为：

如果朗斯基行列式在某个 x0 = 0，那么解在该点是线性无关的。如果对于所有的 x 都有

W (y1 , y2 , … , yk ) = 0，那么这组解在整个定义域都是线性无关的。

方向场

在此我们需要引入一个概念叫方向场，一种将微
分方程图形化表示的方法，它显示了在平面上每一
点的切线方向，这些切线方向由微分方程确定。

图例是一个简单的一阶常微分方程 dx
dy = −2ty

在平面上的解的整体行为，其中的箭头就是解在每
个点上的变化方向，其长度表示解在该点上的变化
速率。

通过绘制方向场，我们可以在整个平面上获得微分方程解的一些定性特征，这种图形化的方法为理解
微分方程的行为提供了直观的手段。此处你应对此概念有基本的认识。

完全微分

根据之前所述，我们知道一个一阶微分方程的标准形式为（但是注意不是所有都行）：

如果存在一个函数 ϕ(x, y) 满足 ∂x
∂ϕ = M (x, y), ∂y

∂ϕ = N (x, y) （M , N 在定义域内连续）使得

则该微分形式是完全微分的。在这里，ϕ 被称为势函数，它的存在意味着该方程是完全微分方程，也

W (y1 , y2 , … , yk ) =

y1

y1
′

⋮
y1

(k−1)

y2

y2
′

⋮
y2

(k−1)

⋯
⋯

⋱
⋯

yk
yk

′

⋮
yk

(k−1)

y ′ = f (x, y)

dϕ = M (x, y)dx + N (x, y)dx
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就是恰当方程，并且 ϕ 是微分形式的积分因子。

上式意味着其混合偏导数的次序可以交换。回顾微积分基础V2的补充节，施瓦茨定理，若一个函数
f 某一点的混合偏导数存在且连续，那么这些混合偏导数的次序可以交换，这就是Schwarz定理，例

如一个二元函数 f (x1 , x2 )，则可以表示为：

当我们关注的是这个势函数 ϕ 是否存在时，我们就能反过来使用施瓦茨定理的条件来确保 ϕ 的存在

性。

线性微分方程

显而易见地，线性微分方程是指一阶或高阶导数以及未知函数本身的线性组合等形式的微分方程。一
个 n 阶的线性微分方程形如：

其中 a0 (x), a1 (x), ⋯ , an(x) 是系数函数，若系数函数都不依赖于 x，也就是每个系数函数都是

常数，则这个方程是常系数线性微分方程，若至少有一个系数函数依赖于 x，则这是变系数线性微分

方程。不同的系数函数导致不同的微分方程，因此通过调整这些系数，我们可以调整方程中各个导数
阶次的权重，从而改变方程的性质。

在后面的章节我们将涉及一些数学技巧来求解这一类微分方程。

一阶常微分方程解法

在基础概念章节我们已经对微分方程有了一个基本的概念，在推广到更广泛的微分方程前我们不如先
来点前菜，先来针对一阶ODE了解一些解法找找感觉。

变量分离方程

一类可以通过变量分离方法来求解的微分方程（注意这并不限于常微分方程和偏微分方程），我们称
其为变量分离方程，一般形式为：

∂x1 ∂x2

∂ 2f
=

∂x2 ∂x1

∂ 2f

an(x)
dxn
dny

+ an−1 (x)
dxn−1

dn−1y
+ ⋯ + a1 (x)

dx
dy

+ a0 (x)y = f (x)
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这意味着它可以被携程两个变量的乘积的形式，也就是把上面那坨东西变成：

其中 C 是积分常数，想起之前我们提过的积分是对导数的逆运算，所以我们只需要这样使用积分反

过来求解这个函数即可。
方法简单，我们还是来点例子，考虑一个简单的微分方程：

分离并进行积分操作，再进行代数运算就可解出我们需要的 y

伯努利方程

我们遇到的方程不一定要线性，但是这会使得它比较难处理，而之后我们章节的方法经常要求方程是
线性的，所以我们先考虑如何将非线性的微分方程化为线性的，在一阶线性微分方程的标准形式

dx
dy + P (x)y = Q(x) 的基础上上再加点什么东西，把它变成：

这个看起来不是很友好的 yα 就是方程的非线性项，这个形式的方程叫伯努利方程。微软我们可以通

过适当的变量替换使其变成线性的，我们先对方程进行一个简单的变形：

dx
dy

= g(x)h(y)

h(y)
1

⋅
dx
dy

∫
h(y)

1
dy

= g(x)

= ∫ g(x) dx + C

dx
dy

= x ⋅ y2

∫
y2

1
dy

−
y

1

y

= ∫ x dx + C

=
2
x2

+ C

= −
2
x2

+ C

1

dx
dy

+ P (x)y = Q(x)yα

y−α ⋅
dx
dy

+ P (x)z

1 − α

1
⋅

dx
dz

+ P (x)z

= Q(x)

= Q(x)
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然后引入一个新的变量 z = y1−α，则我们能由此推出：

代入得到：

这样简单的操作，它就变成了一个一阶线性常微分方程，之后我们就可以使用标准的积分因子或其他
方法来求解。

积分因子法

积分因子法也是我们常用于求解一阶常微分方程的方法，首先我们先考虑线性的方程（这种情况往往
更简单），还是强调如下形式：

我们需要找到那个积分因子 μ(x) 将其转化为完全微分方程，以便我们更容易对其进行积分，也就

是使得方程可以写成形式：

关于这个积分因子如何选择的问题，我们可以发现 μ 需要满足以下方程，所以我们直接求解得到：

这就是我们在积分因子法中经常选择 μ(x) = e∫ P (x)dx 作为积分因子的原因，它能确保我们的方程

在与积分因子相乘后可以写成一个完全微分形式。

所以我们只需要把这坨东西带进去，应用链式法则（第二行）再同时积分（第三行），再运用一些微
分积分的基本性质直接操作（四到五行）得到最后的结果。

dx
dz

= (1 − α)y−α

dx
dy

(1 − α)y−α

dx
dy

+ P (x)(1 − α)z = Q(x)(1 − α)

dx
dy

+ P (x)y = Q(x)

μ(x) (
dx
dy

+ P (x)y) = μ(x)Q(x)

μ(x)P (x)

μ(x)

=
dx

dμ(x)

= e∫ P (x)dx
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好，现在我们推出来是同样适用于非其次的一阶线性微分方程的解，但是如果说它是齐次的话，也就
是 Q(x) = 0 的话，我们带进去就得到了只适用于齐次一阶线性微分方程的解。

更一般地，对于一阶齐次非线性微分方程，我们也经常可以考虑使用积分因子法，根据上一章我们对
线性微分方程的形式定义，我们可以将其改写为可能让大部分人更为熟悉的一阶微分方程形式：

我们首先需要检查它是否完全微分，如果不是，则我们需要找到那个积分因子 μ(x, y) 将其转化为

完全微分方程，以便我们更容易对其进行积分，也就是使得方程可以写成形式：

对于一个不完全微分的一阶微分方程，我们可以通过这个公式找到使其完全微分的积分因子 μ：

或者

常数变易法

基于本节对非齐次和齐次一阶线性微分方程的解推导，我们可以再引入一个求解的方法，即在齐次解
y = Ce− ∫ P (x)dx 的基础上引入一个待定函数 u(x) 来替换掉 积分常数 C，再回代到一阶线性微分

方程并解出 u：

e∫ P (x)dx (
dx
dy

+ P (x)y) = e∫ P (x)dxQ(x)

dx
d (e∫ P (x)dxP (x)y) = e∫ P (x)dxQ(x)

∫
dx
d (e∫ P (x)dxP (x)y) = ∫ e∫ P (x)dxQ(x)

e∫ P (x)dxy = ∫ e∫ P (x)dxQ(x)dx + C

y = e− ∫ P (x)dx (∫ e∫ P (x)dxQ(x)dx + C)

y = Ce− ∫ P (x)dx

M (x, y)dx + N (x, y)dy = 0

μM (x, y)dx + μN (x, y)dy = 0

μ = e∫
M

My −Nx dy

μ = e∫
M

Ny −Mx dx
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然后我们把这个结果代回 y = Ce− ∫ P (x)dx 就得到了一阶非齐次线性方程的通解：

这种方法的优势在于，通过引入待定函数，我们可以更灵活地处理常数项（因为 C1 既包含了原始齐

次解中的积分常数 C，也包含了非齐次方程求解过程中引入的积分常数），从而更方便地求解非齐次

线性微分方程。

例题

自己编了点例题，读者自行练习，学数学做点题还是很必要的。

答案不分中英版，发布后见文末链接，正好可以让某些懒惰的家伙不要第一眼就想着看答案（

(1) dx
dy = 2x

• Tip: 分离变量并积分两边以求解微分方程。

(2) dx
dy + 2y = e−x

• Tip: 将方程重写为标准形式并找到合适的积分因子，将左侧表示为微分，然后对方程两边
进行积分。

(3) dx
dy + (x − 2y) = 0

• Tip: 检查它是否是一个完全微分方程，如果不是，找到积分因子 μ 并将其转换成完全微

分形式。

常系数线性微分方程

常系数线性微分方程泛指方程中各项系数都为常数的方程，和上一章的定义范围不同。一个 n 阶的

u ′e− ∫ P (x)dx − uP (x)e− ∫ P (x)dx + P (x)ue− ∫ P (x)dx

u ′e− ∫ P (x)dx

ue− ∫ P (x)dx

u

= Q(x)

= Q(x)

= ∫ Q(x)dx + C1

= e− ∫ P (x)dx (∫ Q(x)dx + C1 )

y = e− ∫ P (x)dx (∫ Q(x)dx + C1 ) e− ∫ P (x)dx
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常系数线性微分方程形式为：

本章的内容包括但不限于高阶的常系数线性微分方程的解法，因为我意识到了在『一阶』的title下会
使得我写的内容非常受限，而单纯写『高阶』又好像显得很狭隘。了解我的读者可能会知道我一般会
很想直接上来就是更通用的、可以推广到高阶的方法，所以理论上我的正文现在才开始（被打）

特征方程法

首先我们要考虑这个很常见的解常系数线性齐次微分方程的特征方程法，显而易见就是将微分方程转
化为一个被称为特征方程的代数方程，一个齐次的常系数线性微分方程形如：

对于 r，指数函数 eex 的导数都是它自身的常数倍，即 dx
d erx = rerx ，它具有很好的微分性质所

以我们可以做一个合理的假设，假设我们关注的解 y 具有指数形式 y(x) = erx ，代回原方程，我们

称其为特征方程。

当我们找到了特征方程的解 r1 , r2 , ⋯ , rn ，并代回去，微分方程的通解经构建后形如：

二阶特征方程的判别式

讲点初中的内容（防止某些离开初中就忘记这些的大笨蛋不会用）

当我们为一个二阶常系数线性齐次微分方程套用特征方程法时，我们会这样代入：

公式很明显是一个二次方程，咱那会（？）有一个二次方程根的判别式 Δ = b2 − 4ac 来判断方程

是否有实数根，据我所知初中的教材有讨论这种情况：

• 若 Δ > 0 则方程有两个实数根 r = 2a
−b± Δ

• 若 Δ = 0 则方程有一个实数根 r = 2a
−b

• 若 Δ < 0 则方程无实数根

an
dxn
dny

+ an−1 dxn−1

dn−1y
+ ⋯ + a1 dx

dy
+ a0y = f (x)

an
dxn
dny

+ an−1 dxn−1

dn−1y
+ ⋯ + a1 dx

dy
+ a0y = 0

anr
nerx + an−1r

n−1erx + ⋯ + a1r
nerx + a0e

rx = 0

y = C1e
r1x + C2e

r2x + ⋯ + Cne
rnx

ar2 + br + c = 0
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拓展一下初中课本忽略的部分，当 Δ < 0 时，特征方程的根是共轭复数对，这样的情况经常出现在
振动系统中，比如弹簧振子、摆动、机械振动系统等，或者在量子力学中波函数的时间演化方程也可
以由类似的微分方程描述，它用于描述粒子的波动特征。α, β 为实数， i 为虚数单位，则我们有共轭

复数对

根据欧拉公式给出的 eix = cos(x) + i sin(x) ，我们可以简单直接地套进去得到：

这样我们就能简单地合并它的实部和虚部，代入简化得到通解公式：

微分算子法

对于高阶的常系数线性微分方程，微分算子法经常是一个很有效的方法，我们考虑这样形式的 n 阶

常系数线性微分方程：

我们引入算子 D 如下：

直接代回去就变成：

我们定义 D0 = I ，其中 I 为单位算子表示 D 没有进行导数操作，然后我们就能保持微分算子幂

运算的一致性的前提下定义 P (D) = ∑i=0
n

aiD
i ，这时我们称 P (D) 为 n 阶算子多项式，这种时

候方程可以表示为：

r1 = α + iβ

r2 = α − iβ

e(α+iβ )x = eαx(cos(βx) ± i sin(βx))

y = C1e
r1x + C2e

r2x

= C1e
αx(cos(βx) + i sin(βx)) + C2e

αx(cos(βx) − i sin(βx))

= (C1 + C2 )eαx(cos(βx)) + i(C1 − C2 )eαx(sin(βx))

an
dxn
dny

+ an−1 dxn−1

dn−1y
+ ⋯ + a1 dx

dy
+ a0y = f (x)

D =
dx
d

, D2 =
dx2

d2

, ⋯ , Dn =
dxn
dn

anDny + an−1 Dn−1y + ⋯ + a1 Dy + a0y

(anDn + an−1 Dn−1 + ⋯ + a1 D + a0 )y

= f (x)

= f (x)

P (D)y = f (x)

10 / 20



显而易见的我们就能得到其特解，其中
P (D)

1 我们称其为 P (D) 的逆算子。

指数输入定理

就此，我们可以引入一个与微分算子法相关的（或者说延伸出来的）定理叫指数输入定理，专门用于
解决输入为指数函数的方法，当方程是 f (x) = eax，即 P (D)y = eax 时，其特解为：

在实数域的微分方程如何证明显而易见，就不多说了。啊对，我们还有复数域上的微分方程要面对，
但是这很简单，我们考虑一个有一个复变函数 f (z) = eaz ，我们就能先表示出它的实部和虚部：

由于微分算子对于加法和数乘操作保持线性性质，所以我们可以将实部和虚部分别独立地处理：

所以指数输入定理同样适用于复数域的微分方程，即可以用于解三角函数。

拉普拉斯变换

其实这里自变量我还是比较想用 x（因为我一直很注重统一），但是拉普拉斯变换涉及的更多是

时间相关的问题以至于我看过的大部分资料都是用 t表示，这里为了让读者看其他资料时能保持

亲切感故使用 t

拉普拉斯变化是一种积分变换，属于线性变换，将一个在 [0, ∞) 上局部可积的，有实数变量的函数
f (t) 转换为一个变量为复数 s 的函数，用符号 L{f (t)} 表示，另外，在不混淆的情况下我们可以

有 F (s) = L{f (t)} 来表示拉普拉斯变换，所以：

要注意的是，只有 ∫0
∞
f (t)e−stdt 收敛时，拉普拉斯变换才存在。

我们有上述等式，当我们对 f ′ (t) 应用拉普拉斯变换：

y∗ =
P (D)

1
f (x)

y∗ =
P (a)
eax

(P (a) = 0)

f (z) = P (D)y = ℜ(f (z)) + i ⋅ ℑ(f (z))

f (z) = P (D)y = ℜ(f (z))

f (z) = P (D)y = ℑ(f (z))

F (s) = L{f (t)} = ∫
0

∞

f (t)e−stdt
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通过套用分部积分法，我们得到：

对于指数函数 e−st 当 t 趋于正无穷大时，指数的幂次部分 −st 中的 t 会使指数函数的值趋近于

零，即 lima→∞ e−stf (a) = 0，所以边界项 e−stf (t)∣0
∞ = −f (0)。另外一个项

− ∫0
∞
f (t)(−se−st) dt 我们可以简化，再反过来把那坨 ∫0

∞
e−stf (t) dt 变换回去 F (t)，得到：

于是我们得到了拉普拉斯变化一阶导数定理。

这好像和文章主题跑远了，我想show一下证明只是单纯因为这是我以前自己瞎证的

为了读者更好运用，请自行前往Wiki查看常见的单边拉普拉斯变换性质：
https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace_transform
后面的内容和习题如果会用到相关性质便不再特别强调

好，反正无论怎样现在你也知道这是什么了，所以我们讨论一下怎么把拉普拉斯变换应用在常系数线
性微分方程，还是一样考虑如下形式：

我们可以对方程的两边同时进行拉普拉斯变换，即将上式中的各项转换为复频域上的代数表达式：

这样说太复杂又太抽象，所以我们以一个一阶常微分方程 dt
dy + ay = 0 为例，Y (s) = L{y(t)}

。我们对其进行拉普拉斯变换得到：

代回去得到：

L{f ′ (t)} = ∫
0

∞

e−stf ′ (t) dt

L{f ′ (t)} = e−stf (t) 0
∞

− ∫
0

∞

f (t)(−se−st)dt

L{f ′ (t)} = e−stf (t) 0
∞

− ∫
0

∞

f (t)(−se−st)dt

= −f (0) + s ∫
0

∞

e−stf (t) dt

= sF (t) − f (0)

an
dtn
dny

+ an−1 dtn−1

dn−1y
+ ⋯ + a1 dt

dy
+ a0y = f (t)

anL{
dtn
dny

} + an−1 L{
dtn−1

dn−1y
} + ⋯ + a1 L{

dt
dy

} + a0 L{y} = L{f (t)}

∫
0

∞

f (t)e−stdt = ye−st ∣0
∞ − ∫

0

∞

y(t)(−se−stdt)

= sY (s) − y(0)
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然后现在我们要引入拉普拉斯逆变换的概念，显而易见就是拉普拉斯变换的逆运算，它把复数域上的
函数转换回到时域，形式如下，其中 γ 是一个包含 F (s) 所有极点的实数，i 是虚数单位。

其中，L−1
s−a

1 = eatu(t) 是一个关于拉普拉斯变换逆定理很常见的公式（因为网上推导比较多我

就不写了，主要是今天比较忙x），所以我们应用就得到：

例题

(1) 判断 y ′ ′ + 2y ′ + 2y = 0 特征方程的根并写出其解

(2) 使用指数输入定理求解 dx
dy + y = ex

(3) 对函数 f (x) = e2x 在区间 [0, ∞] 上展开拉普拉斯变换

(4) 对拉普拉斯变换的函数 F (s) =
s2 +4s+5

1 求解它的原函数

齐次线性常微分方程组

定义

一个 n 阶的标准的线性常微分方程组可以用矩阵和向量紧凑地表示为：

其中 y(x) 就是我们关注的解，是未知函数的向量。A 是系数矩阵，显然当 f = 0 时，这是一个齐

次方程组，一个齐次的常系数线性常微分方程组的未知函数的向量 y(x) 和系数矩阵 A 形式为：

sY (s) − y(0) − aY (s)

Y (s)

= 0

=
s − a

y(0)

f (t) = L−1 {F }(t) =
2πi

1
T →∞
lim ∫

γ−iT

γ+iT

estF (s)ds

y(t) = y(0)eat

dx
dy(x)

= Ay(x) + f
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当常系数线性微分方程组是齐次的时候，我们可以简单地使用矩阵指数来表示这样的方程组的通解，
引入定义，对于 n 阶的实矩阵 A ，其矩阵指数为：

我们定义一个单位矩阵 E，然后我们可以定义这个矩阵指数函数为：

然后我们把 eAx 代入
dx

dy(x)

类似地，eAx 是一个常系数线性微分方程组的矩阵形式的通解，也就是所谓基解矩阵，我们之后可

以将其写作

但是我们还是应该明确地下定义，我们在第一章便已经了解了用 Wronskian行列式 来判断解的线性
无关性的概念，也就是当 Wronskian行列式 不为零时，即 W (y1 , y2 , … , yk )(x) = 0 ，其中

∀x ∈ [a, b] 时，这组函数就是线性无关的。而对于微分方程组，当这个解组 y 它们之间线性无关

时，我们称其构成的解矩阵 Y 为基解矩阵，而如果存在某点 x0 ∈ [a, b] 使得 Y(x0 ) = E，则这

个 Y 是一个标准基解矩阵。

A =

a11

a21

a31

⋮
am1

a12

a22

a32

⋮
am2

a13

a23

a33

⋮
am3

⋯
⋯
⋯

⋱
⋯

a1n

a2n

a3n

⋮
amn

, y =

y1

y2

⋮
yn

eA = E + A +
2!
A2

+ ⋯ =
n=0

∑
+∞

n!
An

eAx = E + Ax +
2!

(Ax)2

+ ⋯ =
n=0

∑
+∞

n!
(Ax)n

dx

dy(x)
=

dx
d (E + Ax +

2!
A2

+ ⋯ +
i!

Ai

+ ⋯ )
= A + A2x +

2!
A3x2

+ ⋯ +
(i − 1)!
Aixi−1

+ ⋯

= A (E + Ax +
2!

(Ax)2

+ ⋯ +
(i − 1)!
(Ax)i−1 )

= AeAx

= Ay(x)

exp Ax =
n=0

∑
+∞

n!
(Ax)n

14 / 20



对于一个基解矩阵 Y，初值条件由 y(x0 ) = y0 给出，则满足初值条件的解为：

然后我们还需要重新考虑 dx
dy(x) = Ay(x) 的复值解，我们将解 y 分为实部和虚部：

再把这坨让我眼睛快酸死的Latex公式带回方程：

因为复数方程中的实部和虚部之间是相互独立的，所以我们直接分别对实部和虚部进行比较即可：

因此，这对复值矩阵函数也适用。

特征向量和特征分解

但是显然地，矩阵指数函数 eAx 是无穷级数，搞得很乱阿，因此我们需要用特征向量和特征分解来

更直观地解决问题，再不行就解决提出问题的那个人吧（？）尽管这东西我在线性代数已经写过了，
但这里还是再适用地提一遍。

我们考虑矩阵 A 的特征值问题（前提是 A 可对角化，否则下面的解就不能被定义为基解矩阵，但
是我们也有处理方法），有特征向量矩阵 V = [v1 , v2 , ⋯ , vn ] 和与之对应的特征值
λ1 , λ2 , ⋯ , λn，因为我们对 dx

d eλ ixvi 应用链式法则可以得到：

所以，显而易见地，我们可以定义基解矩阵为：

而在线性代数I中，我们知道了我们可以求解特征方程 ∣A − λI ∣ = 0 来得到特征值，因此在这种情

况下我们直接解出来套回去就行。

y(x) = Y(x)Y−1 (x0 )y0

y(x) = ℜ(y(x)) + i ⋅ ℑ(y(x))

dx
d

(ℜ(y(x)) + i ⋅ ℑ(y(x))

dx
d

ℜ(y(x)) + i
dx
d

⋅ ℑ(y(x)

= A (ℜ(y(x)) + i ⋅ ℑ(y(x))

= Aℜ(y(x)) + iAℑ(y(x)

dx
dℜ(y(x))

= Aℜ(y(x))

dx
dℑ(y(x))

= Aℑ(y(x))

dx
d
eλ ixvi = λie

λ ixvi = Aeλ ixvi

Y = [eλ1 tv1 , eλ2 tv2 , ⋯ , eλn tvn ]
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Jordan标准型

对于比较叛逆无法对角化的矩阵 A 我们需要用到Jordan标准型来操作，其中 P 是由特征向量组成
的矩阵，这样的矩阵 A 可以写成：

其中 J 是Jordan矩阵 J = diag(J1 , J2 , ⋯ , Jn)，令 Ji 表示对 J 主对角线的分块，例如用
J1 , J2 对 J 分块：

每个Jorden块的形式为：

我们可以分来计算每个分块 Jk 和分块的矩阵指数 eJx：

混一下，得到 Jk
i：

我们可以对指数函数 eJx 进行展开：

A = PJP−1

J = [J1

J2
]

Ji =

λi
0

⋮
0

1
λi

⋮
0

⋯
⋱

⋱
⋯

0
0

1
λn

Jk = [Jk
1

Jk
2
] , eJx = [e1

Jx

e2
Jx]

Ji
k =

λi
k

0

⋮
0

kλi
k−1

λi
k

⋮
0

2
k(k−1)

λi
k−2

kλi
k−1

⋮
0

…

…

⋱
…

(k−m)!
k ! λi

k−m

(k−m−1)!
(k−1)!

λi
k−m−1

⋮
λi
k

eJx = E + Jx +
2!

(Jx)2

+ ⋯ =
m=0

∑
+∞

m!
(Ax)m

eJ ix =

eλ ix

0

⋮
0

xeλ ix

eλ ix

⋮
0

2!
x2
eλ ix

xeλ ix

⋮
0

…

…

⋱
…

(m−1)!
xm−1

eλ ix

(m−2)!
xm−2

eλ ix

⋮
eλ ix
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这样，我们可以计算每个Jordan块的指数形式，进而得到整个矩阵。

常微分方程的数值方法

差分

差分是一种很基础的数值计算方法，当然除了求解微分方程，还能用于类似数值逼近、图像处理等问
题，重点就是通过有限的插值来逼近导数或者积分，将一坨连续的问题给离散化。

其中，前向差分是通过当前点和下一个点的信息来逼近，在等距的节点 xk = x0 + kh, (k =
0, 1, ⋯ , n) 中的差分是函数值的增量 f (x)n+1 与当前函数值的差，我们记为：

我们可以直接推广到高阶，Δkf (x) 为 f (x) 的 k 阶差分，差分的差分是更高一阶的差分，即一个

k 阶的前向差分公式为 Δkf (x)n = Δk−1 (f (x)n+1 − f (x)n)，于是我们有：

类似地，后向差分无非就是定义差分为当前函数值与前一函数值的差，即 Δyn = yn − yn−1 ，一

个 k 阶的后向差分公式为 Δkf (x)n = Δk−1 (f (x)n − f (x)n+1 )，注意，上述的公式同样适用于

后向差分，因为我们包含了 −1 的幂，而决定了前向差分还是后向差分。

欧拉法

欧拉法是我们经常用于近似解常微分方程的初值问题的一种数值方法，基于线性近似，可以说是最简
单的一种数值方法了。我们通过在当前点处切线的斜率来估计下一个点的函数值，也就是假设在一个
步长内，解的变化可以用当前时刻的导数乘以时间步长来近似。为了比较紧凑地表示我们定义
f (x) = y 若估计的步长为 h，则迭代公式为：

下图是选择两个不同的步长的欧拉法对微分方程 dx
dy = −2xy 的近似，很显然地，步长越小，迭代

的次数越多，近似程度会越高。

Δf (x)n = f (x)n+1 − f (x)n

Δkf (x) =
i=0

∑
k

(
i

k)(−1)k−if (x + i)

=
i=0

∑
k

(
i

k)(−1)if (x + k − i)

yn+1 = yn + h ⋅ f (xn , yn)
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注意，欧拉法是很基础的一阶数值方法，其误差通常随着步长的增加而增加。因此，对于需要高精度
数值解的问题，欧拉法可能不够准确，也不适用于变化很剧烈的曲线，但是在简单的初值问题经常是
一个很好的选择。

上述形式的叫做『显式欧拉法』，对应地就有隐式欧拉法，形如：

我们要做那之前先求解这个方程，例如使用牛顿迭代法将其转换为一个根查找问题，将这个方程变形
并定义一个符号来表示就变成了：

牛顿迭代法的公式形如：

我们就能把这坨东西带进去，比较紧凑地表示为：

类似地进行迭代运算即可。

Runge-Kutta方法

Runge-Kutta方法（音译好像是龙格-库塔，更难打了我还是就这样吧（） 也是一种数值求解常微
分方程的数值方法。有点类似的就是不断调整斜率来估计解，并通过适当的权重对它们进行加权平
均，所以可以说相比欧拉法它可能会更精确。

如果说我们在欧拉法的 yn+1 = yn + h ⋅ f (xn , yn) 基础上做一些更改，变得使用两个斜率来估计

yn+1 = yn + h ⋅ f (xn+1 , yn+1 )

G(yn+1 ) = yn+1 − yn − h ⋅ f (xn+1 , yn+1 ) = 0

xn+1 = xn −
f ′ (xn)
f (xn)

yn+1
k+1 = yn −

F ′ (yn+1
k )

F (yn+1
k )
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下一段的解，我们再次考虑步长 h，然后有如下形式的常微分方程和初值问题：

类似地，我们可以分别计算我们两个目标斜率：

然后我们就能使用平均值加权来得到估计的解：

这种取了两个斜率均值的 Runge-Kutta 我们叫二阶Runge-Kutta，简称RK2，而在实际应用中
RK4会更为常用，取四个斜率的均值使得中点的斜率有更大的权重，这是同理的，它们都被称为『显
式Runge-Kutta』，取决于阶数，一个 s 阶的Runge-Kutta（抱歉我习惯的k和n都被占掉了讨

厌），其中 ci 是权重系数，表达式为：

定义权重系数 bi ，所以我们有：

注意不要混淆，ci 是对于局部调整的权重系数，而 bi 是根据阶数做调整的权重系数，参考以下表

格：

dx
dy

= f (x, y), y(x0 ), y0 = y(x0 )

k1 = h ⋅ f (xn , yn)
k2 = h ⋅ f (xn + h, yn + k1 )

yn+1 = yn +
2
1

(k1 + k2 )

k1

k2

k3

ks

= hf (tn , yn)

= hf (tn + c2h, yn + a21k1 )

= hf (tn + c3h, yn + a31k1 + a32k2 )

⋮

= hf (tn + csh, yn +
i=1

∑
s−1

asiki)

yn+1 = yn +
i=1

∑
s

biki

0
c2

c3

⋮
cs

a21

a31

⋮
as1

b1

a32

⋮
as2

b2

⋱
…
…

as ,s−1

bs
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例题

我自己写答案会使用Haskell，读者自行选择即可。

(1) 编写一个函数，接受一个列表作为输入，返回该列表中每个元素与其后一个元素的差分值

(2) 编写一个函数，接收一个表示区间的二元组，求解常微分方程 dx
dy = x − y，步长 h = 0.1。

(3) 使用四阶Runge-Kutta方法求解常微分方程 dx
dy = x + y，步长 h = 0.1。

参考资料

Wiki-微积分学栏目（及子栏目）: https://en.wikipedia.org/wiki/Calculus

Differential Equations: Techniques, Theory, and Applications by Barbara D. MacCluer,
Paul S. Bourdon, and Thomas L. Kriete.

Differential Equations(MIT open courses)

本文会含有我自编的例题，在博客发布后会以一篇独立的篇章发布包含解题思路的solutions，这取
决于我什么时候写完。对于涉及编程的例题我会以Haskell标准库的实现为标准答案。
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